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Loi noi dauw

uén sach nay cé thé xem la tap tiép theo ciia gido trinh gidi tich cac ham
s6 mét bién, da diroc Nha xudt ban Gido duc édn hanh ndm 1998, véi tira
de "Giai tich Toan hoc: Nhitmg nguyén Iy co ban va tinh toan thiec hanh”.
Trong gido trinh do chimg ta da khéo sat day sé, chuoi s, ham s6 va cac
phép tinh vi tich phan trong khéng gian mét chiéu (truc sé thirc). Trong tdp tiép
theo nay cdc doi rong trén sé diroc khao sdt trong khong gian nhiéu chiéu, va do
chinh la sy khac biét co ban giita hai gido trinh. Dé xay dumg cac phép tinh vi tich
phan trong khong gian nhiéu chiéu, trirdc hét phai hiéu ré cdu triic ciia nhimg
khong gian nay. Chirong 1 de cap t6i hai cdu triic quan trong nhdt ciia khong gian
nhiéu chreu cau triic tuyén tinh va cau triic khoang céach, thong qua mét vi dy dién

hinh la khéng gian R". Pé gido trinh mang tinh déc lap nhat dinh, khong gian nay
diro'c xay dfmg triec tiép, ma khong dira vao khai niém khong g.ran tuyén tinh ton

qudt trong gido trinh Pai s6 tuyén tinh. Dé tranh cong kénh, cac khai niém va ket
qua ctia chirong nay dirge chon loc téi mikc t6i thiéu tie 3 mon Pai s6 tuyén tinh,
Topé va Gidi tich ham, viea dii sir dung cho nhitmg chirong sau, dong thoi dan ddt
ngiroi hoc lam quen véi nhimg bé mon quan trong dé. Cac chirong tir 2 dén 7
khong chi thiét Iap trong khéng gian nhiéu chiéu nhimg gi da biét trong Gidi tich
mot bién ma con duea ra nhitng khai niém méi chi xudt hién trong khong gian nhiéu
chiéu. Chirong 8 trinh bay céc kién thirc co ban vé chuéi Fourier va phép bién doi
tich phan Fourier. Chirong cuéi ciing gidi thiéu so lieoc vé hé phirong trinh vi phan
va phirong trinh dgo ham riéng. Hai chirong sau nay nhdam muc dich cing co
nhamg kién thirc vé vi tich phan dd hoc trong nhirmg chirong triedc, rén h.‘}en ey
ndng tinh toan thiee hanh va trang bi kién thite dé hoc vién tim hiéu cac mén hoc
khéc nhie Vat Iy, Co hoe, Sinh hpc,...

Néu nhu céc khéi niém, két qua chimg minh trong Gidi tich mét bién cd tinh
triec quan cao, dé hién thi, thi sang khong gian nhiéu chiéu tinh triru tirong da ting
lén ro rét. Tuy nhién, cai dep ciia Todn hoc nam trong sir triru firong va cdi ich cua
Todn hoc ndm trong sie cu thé. Dé hiéu ré hai mdt dy ciia Todn hoc dong thoi
nhdam rén luyén phrong phép suy ludn toén hoc cho sinh vién, trong gico mnh nay
hai cach tiép can thiromg diroc sir dung dan xen nhau: ds la cach di tir cu thé téi
triru firomg va nguroc lai, tir triru firong 16i cu thé tuy theo timg khdi niém, fimg
dinh Iy. Moi khi cac két qua dieoc phat biéu va chig minh trong khong gian tong
qudt n chiéu, thi ngiroi doc c6 thé han ché trong trirong hop n=2 hoac n=3 dé hiéu
dé dang va thdu dao hon. Trong tai liéu nay, chung 16i c6 gdng dira vao cdc chimg
minh day di ciia nhimg dinh Iy Ién va “hdc biia” thieomg bi né tranh trong cdc
gido trinh hién hanh. Nhitmg chimg minh nay la khé ninmg chita dymg cdc phirong
phép suy luan dién hinh rdt can cho viéc rén luyén tir duy (nhdt la doi véi hoc sinh
cao hoc va nhirng ai muén di sau hon vao linh viee Gidi tich Toan hoc). Nairoi doc
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khéng can nhe chi tiét, ma chi can hiéu dirge cac chiing minh nay da dwroc xem la
dat véu cau.

Viéc minh hoa va tinh toan trong khéng gian nhiéu chiéu von la mét van de
kh6 vi khong méy khi ¢6 thé thiec hién diroc bang thii cong, nht la vé céc chii dé:
Vé do thi trong khong gian, tinh tich phén boi, tinh vi phan ham an vecto nhiéu
bién, tinh toén cac bién doi tich phan Fourier, gidi phirong trinh dao ham riéng,...
Cai khé & day bdt dau ngay tir viéc tim sao cho ra mét vi du cé thé xir Iy diroc.
Chinh vi vay, linh virc nay luén luon la mo hé doi véi hau hét moi hoc vién (tir dai
hoe dén cao hoc). Nhdm xod bé tinh trang nay, chiimg t6i manh dan dira vao gido
trinh ph(”?n hiréng dan tinh todn rhrrc hanh trén may, ngay sau moi chirong Iy
thuyét. Qua day ngiro'.r doc sé thay rang ngm nay, véi may tinh va phan mem toén
hoc thong dung (cé sén trén thi trieomg va trén Internet), chi bing nhitng dong lénh
don gian tiong tir nhue ngon ngit todn hoc thong thirong, ngieoi ta cé thé "so tFm}
d’rro’c nhitng gi ma trede day khong thé ndao hmh dung ra noi. Néu chira cé san
cac chirong trinh tinh toan trén may ca nhan, nguoi d’oc co rhe truy cdp t6i mot so
trung tam cung cdp dich vu tinh toén qua mang (thirong la mién phi) dé cé thé thiec
hanh tinh toan dirgc ngay (ban doc c6 nhu cau xin lién hé véi cac tac gia dé biét
thém théng tin chi t:er) Doi véi ngiedi hoc chira cé diéu kién rzep xtic v6i may tinh,
viéc doc phan ndy van rét cé téc drmg, vi sé biét diroc co ché giao tiép giita ngiroi
voi may va biét dieoc nhimg gi may tinh cé thé thay t}re con nguroi trong qua trinh
tinh toén. Quan trong hon, qua céc vi du minh hoa vé tinh toan trén may trinh bay
trong sach, ngwoi hoc sé€ nam diroc kién thirc todn hoc mét cach sau scc hon, do
tiép can d’rrofc t6i nhitmg diéu ma triede day tieong nhir la khong thé. Khi khéng con
bi mdc cam boi nhitmg bai todn héc biia, ngiwroi ta sé thay toan hoc khong con la
}.ru_';:é‘n bi va tir tin trong viéc don nhdn nhitng bai toan khé ndy sinh tir thiec tién san
xudt.

‘Chung toi hy vong rdng cuon sach nay sé la mét cam nang t6t cho nhimg ai
muon hiéu sau sdc vé Gidi tich toan hoc néi chung, va ve giai tich cac ham 56
nhiéu bién néi riéng. Do do, né sé la hiru ich déi véi cac hoc sinh cao hoc, ciing
nhie thay va tro cac trieong Tong hop, Sie pham, Ky thudt,...

Tap thé tac gia xin chan thanh cam on gico sir Nguyén Duy Tién (PHOG Ha
Néi) va gido sir Poan Quynh (DHSP Ha Néi) da doc rat kv ban thao va da cho
nhimg nhdn xét quy bau. Viéc trinh bay mét chii dé phirc tap sé khong thé tranh
khoi nhitng sai sot, cho nén chiing téi mong tiép tuc nhan diroc sie phé binh, gop v
clia cdc d&ng nghiép va hoc vién giti vé theo dia chi: Vién Todn hoc, T rung tam
Khoa hoc T nhién va Céng nghé Quoc gia, 18-Pwong Hoang Quoc Viét, Quan
Cau Gidy, Ha Noi.
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|.1. Khéng gian R”

Trong gi4o trinh nay ching ta s& 1am viéc trén khong gian R® - mot vi du rat
dédc biét cua khong gian n-chiéu. Dé giao trinh co6 duge tinh doc lap nhét dinh,
chiing t6i s& trinh bay lai mét cach ngan gon viée xay dung khong gian R®. Déc gia
nao quan tam dén Iy thuyét khong gian n-chiéu néi chung xin Xem trong cac giao

trinh Dai s0 tuyen tinh. Ddc gia nao da hoc qua giao trinh Dai s tuyén tinh c6 thé
bo qua phan nay.
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[.1.]. Diém trong khéng gian n-chiéu

Ta & quen thudc v6i cach ding mor s6 dé biéu dién mor diem trén diong
r}rang (khi trén duong thang d6 cho san don vi dai). Ta ciing da biét viéc ding mot
cdp 2 s6 (x,y) dé biéu dién mer diem trong mdt p}mng co h¢ toa do Descartes.
Twong tir nhu vay, ngudi ta sit dung mot bg 3 56 (x,,z) d€ biéu dién mot diém
trong khong gian.

Duong thang con duoc goi 1a khong gian I-chién, mat phéng con dugc goi la
khong gian 2-chiéu, va khong gian vat Iy xung quanh ta con duwoc goi la khong
gian 3-chiéu. Nhu vay. mot 50 bleu dién mét diem trong khong gian 1 ~chiéu. mot
cdp 2 s6 biu dién diém trong khong gian 2-chicu, va mét bo 3 so biéu dién mot
diém trong khong gian 3-chicu. Tuy rang. ta k11011g thé cho dwoc minh hoa hinh
hoc ctia cach biéu dién diém trong khéng gian c6 s6 chJeu 16n hon 3, nhung bang
cach khai quat hoa, ngudi ta co the ding mot bo » 56 ¢ biéu dién 1n0t dleln trong
khong gian n-chieu. Khong gian n-chiéu véi n >4 khong phai chi la su tuong
trong va khai quat hoa cua cac nha toan hoc. ma ching that sw ton tai trong vat 1y.
kinh té. x4 hoi... Thi du dé biéu dién nhiét d6 tai mot diém trong khong glan xung
quanh ta thi ngoai 3-chiéu théng thuong ta phal thém mét chiéu thoi gian. Hodc d¢
biéu dién tinh trang sitc khoe cua mét ngudi nao do ta phai dimg bg nhicu $0: chJeu
cao. trong lwgng. vong nguc. huyét ap. d6 thinh. tam nhin... Chmh xac hon, vdi so
tir nhién n cho truedc, ta co:

DINH NGHiA. Mot diém trong khong gian n-chiéu la mét bé n sé co thir tir
(7. %5 X, )

Nguoi ta thuong ky higu mot diém trong khong ¢ gian n- -chiéu bang mot chit dam. thi du
nhw X, va viét x =(x.x,.....x,) . SO x, trong bd s6 nay dwoc goi 1 foa do thir i cua

diém x.
Gia sir ¢6 2 diém trong cliing mét khong gian n-chiéu 1a
a=(a.a,....a,) va b=(b.b,....b,).
ta dinh nghia tong ctia ching (a+b) 1a mot diém trong khong gian n-chiéu véi céc toa
do 1a
(@ +b.ay +D,.....a, +b,).
va ta dinh nghia tich cua diém a véimot sé A 1a mét diém véi céc toa do 1a

(}\.al.}\.ag._...,}-.an) .
Thi du. Trong khong gian : 3-chiéu. véi a=(1.3.5). b=(2.0.1). .=7.taco
a+b=(3.3.6) va ha=(7.21.35).

Nguoi ta ky hiéu 0 1a diém (trong khong gian n- -chiéu) c6 tat ca cac toa do
bang 0 (tic 1a 0 = (0.0... ..0)) va goino la d‘fem goc. con -a la diém (- Da (tic la
diém c6 céc toa d nguoc dau véi cac toa do dlem a). Khi ay dé dang kiém tra rang
cac phép tinh trén thoa man cac luat sau:
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() (a+b)+c=a+(b+c) :
(2ya+b=b+a ;
(3) Ma+b)=ha+1b:
4 L+wa=2ra+pa va (na=n(ua). voimoi S TN
(5)0+a=a+0=a voimoi a:
(6) l.a=a va a+(-a)=
Tir day ngudi ta ciing quy wéc viét a-b thay cho a +(- b) .

Chimg minh céc dang thic trén la dé dang. ngudi doc c6 thé tw lam nhw cac
bai tap. D€ lam thi du. ching ta chiing minh dang ﬂnfc (3).

Theo dinh nghia a+b=(a, +b,.....a, +b,).nén
Ma+b)=0lay +b).....0(a, +b,)) =+ 1b....ha, +1b,)=ha+1b.

I.1.2. Vecto trong khéng gian n-chiéu

Ngieoi ta goi méi cp diem a, b trong khong gian n- -chiéu la mét vecto bugc
(hay vecto dinh vi) trong khong gian n-chiéu.

'y

Vecto xé4c dinh boi cip diém a, b dwoc k¥ h

hiéu 1a ab . Ngudi ta goi a 1a diém dau. b 1a /
.3 Lo 4w ST 1 . C, . a

diém cuoi, va con goi ab 1a vecta dinh vi tai a.

Hai vecto ab va ecd dwoc goi 1a firong
ding néu ching thoa man diéu kién >
b—a=d-c. 0

Theo dinh nghia do, vecto ab la twong Hinh 1.1
dang Vi vecto dinh vi tai goc 0 va co diém cudi 1a b-a. RO rang, chi co duy nhat
mot vecto dinh vi tai goc tuong dang vG1 mot vecto cho trude (vi dé thay rang néu
2 vecto twong dang ma ciing dinh vi tai goc thi diém cudi cia ching cfing tring
nhau). Dicu nay dwoc minh hoa trong trwong hop 2-chiéu nhw hinh vé bén.

Vecto dinh vi tai go'c dwgc xac dinh hoan toan boi diém cudi ctia nd, cho nén
trong khong gian n-chiéu ta co moi twong quan 1-1 giita diém va vecto dinh vi tai
goc. Nhlr vay mét bo n s6 6 thé durge xem 14 toa d6 ciia mot diém @ hay ctia mot
vecto dinh vi tai goc 0Oa . va dé cho thuén tién nguoi ta viét vecto nay mot cach don
gian 14 @ hay tham chi 1a a, trong trudng hop khong sg xay ra nham lan.

Hai vecto ab va cd dwoc goi 14 song song néu tén tai sé A = 0 sao
chob—a=2(d—c). Khi s6 % 1a duong thi ta noi rang ching cing heéng (hay
cing chiéu), va trong treong hop ngwoc lai ta noéi rang ching ngiroc hedng (hay
ngirgc chiéu) nhau.
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~ Nhu vay. hai vecto la song song voi nhau khi va chi khi cac vecto dinh vi tai
goc twong ding véi chung sai khédc nhau mét hé s6 (khac 0). Nghia 1a. khai niém
song song & day hoan toan phit hop véi nhimg gi biét trong trrong hop khong gian
2-chiéu hodc 3-chiéu (trong gio trinh Hinh hoc giai tich).

I.1.3. Tich vé huéng

DINH NGHIA. Tich vé lnedéng cia 2 vecto a =(a,.a,.....a,) vab= (b.b,....b,)
la mét s6 (ky hiéu la a.b ) xac dinh nhie sau:

a.b:=ab +ab, +..4+ab,.

(Trong mét s6 gido trinh, d¢ phan bigt tich v6 hrdng cua 2 vecto voi tich thong
thiromg cua 2 s6, nguoi ta con ki hiéu tich vo huéng cua 2 vecto a va b 1a (a.b)
llay<a,b>. Tuy nhién, trong gido trinh nay. khi can phan dinh o sw khéac biét giita
céc vecto v&i cac s6 thong thuong, ching ta s& ding phong chit dam dé biéu dién
vecto. cho nén s& khong xay ra si 1an 16n gitra 2 khai niém da noi. Vi vay. ching ta
s¢ str dung cach ky hi¢u don gian nhw da trinh bay trén. nhuw ;‘fit 11111"éu tai liéu nude
ngoai hién nay. va s€ chi s dung k¥ hi¢u <...> khi no thay can thiét).

TinH cHAT. Tir dinh nghia trén ta thay tich vé hirong ciia 2 vecto' ¢6 nhitng tinh
chat sau:

1) ab=ba

2) a(b+c)=ab+ac=(b-+c)a

3) (c.a).b=o.(ab).véimoisé o:

4) aa>=0.va aa=0 khivachikhi a=0.
Ching minh. Viec Kkiém tra cac Tinh chﬁ_t lva3la ;15 dang va danh lai cho nguoi
doc. Ta kiém tra céac tinh chat con lai. BPang thitc dau trong Tinh chat 2 suy ra tir
nhan xét sau

ab+c)=a(b+e)+ay (b +6)+..+a,b,+c,)=

=(a,by +ab, +...+a,b,) +(ayc, + ae, +...+a,c,)=ab+ac
va dang thirc sau suy ra tir Tinh chat 1.

Phan xuoi cua Tinh chat 4 c6 ngay tr dinh nghia, con phfm nguoc lai thi rit ra
tr nhan xét rang neu trong bo o (g;.a,.....a,) co mot phan tr nao do khac 0. thi
dulaga, , thi

aa=al+a +..+a>>a’>0.

Céc tinh chét da duoc kiém tra xong.
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Dé cho thuan tién ngudi ta hay viét a” thay choa.a . Luu ¥ rang day chi 1a quy
wée mang tinh hinh thitc va khong c6 lién quan gi dén phép lily thira (hoan toan vo
nghia khi viéta®). Tuy nhién ngudi doc co thé dé dang kiém tra cdc “hang dang
thire™ tfwong tw sau day:

(a+b) =a’+2ab+b" .
(a—b)Y =a’ —2ab+b" .
Hai vecto a va b diroc goi la vuéng géc véi nhau néuab=0.

Trong trwong hop khong gian 2-chiéu va 3-chiéu khai niém vuéng goéc & day
hoan toan tring hop véi khai niém vudéng goc thong thurong.

I.1.4. Chuin cla vecto
B6 dé sau day co tén la bat ddng thire Schwar= va s& déng vai trd quan trong

trong 1y thuyet vecto.
BS pe (Schwarz). Véi 2 vecto a, b ta luén cé

(a.b)* <(a.a).(bb).
Ching minh. V61 a=0 thi bat dang thire trén la hién nhién. Khi @ =0 tir Tinh
chat4 taco (fa+b.ta+b)>0,véimoiso t. Suyra

a’t? +2abt +b> >0, voéimoi 7.

Theo dinh Iy vé dau cua tam thirc bac 2 (bién f) ta co:

(ab)* —a’b* <0.
Day chinh 1a diéu can chimg minh.

DINH NGHia. Chudn (hay do dai) ciia vecto a, ky hiéu la ||al|. la mét s6 xdc dinh
nhut sau:

al| = vaa .

Dudi dang roa dé thi cong thire trén c6 nghia 14

2, 2 2
al| = Jal +a; +..+a,

va trong trwong hop khong gian 2-chiéu hodc 3-chiéu thi né hoan toan tring hop
vdi cong thire tinh d6 dai theo dinh Iy Pythagoras.

R® rang vecto c6 chuan bang 0 khi va chi khi tat ca cc toa d6 ctia no bang 0.

Tir bo dé Schwarz, sau khi lay can 2 vé, ta thu dwgc cong thire rat hay duoc st
dung sau nay 1a

\(a.b)| < ||all[|B]| -



